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23η Άσκηση 

 

Δίνεται συνάρτηση f συνεχής στο  0,  για την οποία ισχύει ότι  2 2f x ln x για κάθε x > 0. 

1. Να βρείτε όλους τους δυνατούς τύπους της f. 

Έστω  f x ln x , x 0   

2. Να κάνετε την γραφική παράσταση της f. 

3. Να βρείτε τη παράγωγο της f. 

4. Να βρείτε δύο σημεία της 
fC στα οποία οι εφαπτομένες είναι κάθετες. 

5. Έστω     Α α,f α , α 0,1 και   Β β,f β  δύο υλικά σημεία της 
fC τέτοια, ώστε ΑB x΄x/ / . Αν το       

    τμήμα ΑΒ αυξάνει το μήκος του με ρυθμό 1cm/sec, να βρείτε την ταχύτητα με την οποία  

    ανυψώνεται, την χρονική στιγμή που απέχει 1cm από τον άξονα x΄x 

6. Να βρείτε σημείο της 
fC με τετμημένη στο διάστημα  0,1 στο οποίο η εφαπτομένη της 

fC σχηματίζει  

   με τους άξονες τρίγωνο με μέγιστο εμβαδό. 

 

Στέλιος Μιχαήλογλου 
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Λύση 
 

1.    2 2f x ln x f x ln x    

 f x 0 ln x 0 ln x 0 x 1       . 

Για κάθε    x 0,1 1,    είναι  f x 0 και επειδή η f είναι συνεχής, διατηρεί σταθερό πρόσημο σε 

καθένα από τα διαστήματα    0,1 και 1, . 

Αν  x 0,1 , τότε    f x ln x f x ln x      και αν  x 1,  , τότε    f x ln x f x ln x    . 

Άρα  

ln x, 0 x 1

f x 0 , x 1 ln x, x 0

ln x, x 1

  


    
  

 ή              

ln x, 0 x 1

f x 0 , x 1 ln x , x 0

ln x, x 1

  


   
 

 ή 

         

ln x, 0 x 1

f x 0 , x 1 ln x , x 0

ln x, x 1

 


    
 

  ή           

ln x, 0 x 1

f x 0 , x 1 ln x, x 0

ln x, x 1

 


   
 

 

 

2. Είναι  

ln x, 0 x 1

f x 0 , x 1 ln x , x 0

ln x, x 1

  


   
 

, οπότε η γραφική 

παράσταση της f αποτελείται από το τμήμα της y ln x  στο 

διάστημα  0,1 και από το τμήμα της y ln x στο διάστημα  1, . 

 

3. Για κάθε  x 0,1  είναι  
1

f x
x

    και για κάθε x 1  είναι  

 
1

f x
x

  . Στο x 1  είναι: 

   
0

0

DLHx 1 x 1 x 1

1
f x f 1 ln x xlim lim lim 1

x 1 x 1 1  

 
 
 

  

 
  

 
 και 

   
0

0

DLHx 1 x 1 x 1

1
f x f 1 ln x xlim lim lim 1

x 1 x 1 1  

 
 
 

  


 

 
, οπότε η f δεν 

είναι παραγωγίσιμη στο x = 1. 

 

 

4. Για  x 0,1  είναι  
1

f x 0
x

     και για x > 1είναι  
1

f x 0
x

   . 

Αρκεί να βρούμε σημεία   1 1Γ x ,f x ,   2 2Δ x ,f x  με 

   1 2f x f x 1    . 

Αν    1 2 1 2x ,x 0,1 ή x ,x 1,    τότε    1 2f x f x 0   , οπότε για να είναι    1 2f x f x 1     πρέπει 

 1x 0,1  και 2x 1  (χωρίς βλάβη της γενικότητας) . Τότε 

   1 2 1 2 1

1 2 2

1 1 1
f x f x 1 1 x x 1 x

x x x
            . 
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Αν 
2x 2  τότε 

1

1
x

2
 , οπότε δύο τέτοια σημεία είναι τα 

 
1

Γ ,ln 2 , Δ 2,ln 2
2

 
 
 

 

 

5. Επειδή ΑΒ//x΄x είναι 

     f α f β ln α lnβ 0 ln α lnβ ln αβ 0 αβ 1             

1
β

α
 . Το μήκος του τμήματος ΑΒ είναι  Β Α

1
d x x α, α 0,1

α
     . 

Είναι  
 

 
1

d t α t , t 0
α t

    

Επειδή το τμήμα ΑΒ αυξάνει το μήκος του με ρυθμό 1cm/sec, είναι  d t 1cm / sec  . 

Η απόσταση των σημείων Α, Β από τον άξονα x΄x είναι y lnα  . 

Αν 
0t η χρονική στιγμή που τα σημεία Α, Β απέχουν 1 cm από τον άξονα x΄x, τότε 

 
 

 0 0

0

1 1
lnα t 1 e α t

α t e
      . 

Είναι  
 

 
 

 
 

2

α t1
d t α t α t

α t α t

  
       

 

 και τη χρονική στιγμή 0t είναι 

 
 

 
 

 
     0 0 2

0 0 0 0 02

0
2

α t α t
d t α t 1 α t 1 e α t α t

1α t

e

 
              

    2

0 0 2

1
α t e 1 1 α t

e 1
       


.  Είναι    y t ln α t ,    

 

 

α t
y t

α t


    και τη χρονική στιγμή

0t είναι 

 
 

 

2
0

0 2

0

1
α t ee 1y t cm / sec

1α t e 1

e

      


     

6. Επειδή  α 0,1  θα θεωρήσουμε την εφαπτομένη ε της fC στο Α. 

Είναι 

ε:       
1 1

y f α f α x α y lnα x α y x 1 lnα
α α

              

Για y = 0 είναι  x α 1 ln α   και για x = 0 είναι y 1 ln α  , δηλαδή η 

ε τέμνει τους άξονες στα σημεία   Γ α 1 lnα ,0  και  Δ 0,1 ln α . 

Το εμβαδόν Ε του τριγώνου ΟΓΔ είναι 

       
21 1 1

Ε ΟΓ ΟΔ α 1 lnα 1 lnα α 1 lnα
2 2 2

      . 

Έστω      
21

Ε α α 1 lnα , α 0,1
2

   . 

Είναι            
21 1 1 1

Ε α 1 ln α 2α 1 ln α 1 ln α 1 ln α 2 1 ln α 1 ln α
2 α 2 2

  
               

  
 

    
1 1

Ε α 0 1 lnα 1 lnα 0 1 lnα 0 lnα 1 α
2 e

               . 
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Για κάθε 
1

α 0,
e

 
 
 

 είναι  Ε α 0  και επειδή η Ε είναι συνεχής στο 
1

0,
e

 
 
 

, είναι γνησίως αύξουσα στο 

διάστημα αυτό. Για κάθε 
1

α ,1
e

 
 
 

 είναι  Ε α 0   και επειδή η Ε είναι συνεχής στο 
1

,1
e

 


 
, είναι 

γνησίως φθίνουσα στο διάστημα αυτό. Το εμβαδόν Ε γίνεται μέγιστο για 
1

α
e

 , τότε 
1

Α ,1
e

 
 
 

. 

2ος τρόπος:          21 1 1
Ε α 1 lnα 1 lnα 1 lnα 1 lnα 1 ln α

2 2 2
             

Είναι 2 2 1
1 ln α 0 ln α 1 lnα 1 lnα 1 α

e
           …………… 
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